
Iдеї розв’язку задач

25 березня 2009 р.

1 “Брехуни” (Андрiй Коротков).

Вiдповiдаючи на питання

учасникiв, однi члени журi

завжди кажуть правду, iншi –

завжди брешуть.

Хто може потенцiйно казати правду Припустимо, що серед учасникiв ток-шоу рiвно k людей,
що завжди говорять правду. Тодi всi вони дадуть у вiдповiдь число k, а решта, як брехуни, дадуть
вiдповiдь, вiдмiнну вiд k. Отже, буде одержано рiвно k вiдповiдей k. Отже, якщо розбити учасникiв
на групи за даною ними вiдповiддю, то кожна така група або вся каже правду, або вся бреше,
причому необхiдною умовою для їх правдивостi є рiвнiсть кiлькостi людей у групi данiй цiєю групою
вiдповiддю.

Якщо остання умова виконується, то група потенцiйно може бути правдивою. Пiдрахуємо кiль-
кiсть таких груп. Якщо така група одна, то, зрозумiло, вона i є правдивою. Якщо таких груп не
менше за двi, то потенцiйно кожна iз них може бути правдивою, причому за результатами першого
опитування виявити, яка саме з них каже правду, неможливо, бо за припущення правдивостi будь-
якої з них не виникає суперечностей iз умовою (всi вiдповiдi на перше запитання будуть коректними,
яка з груп не була б правдивою).

Вибiр учасникiв для другого опитування Для другого опитування достатньо вибрати по
одному учаснику з кожної групи, для якої дана ними вiдповiдь рiвна кiлькостi людей, що дали

таку вiдповiдь. Тодi серед цих учасникiв буде рiвно один, що завжди каже правду (правдива лише
одна iз груп), i вiн при другому опитуваннi дасть вiдповiдь 1, а нiхто iнший вiдповiдь 1 не дасть,
що i дозволить виявити його, а за ним i всю його групу. Вiдповiддю буде кiлькiсть вище вказаних

груп, якщо таких груп не менше за 2, та 0, якщо така група одна.

Доведення необхiдностi такого вибору Якщо з деякої потенцiйно правдивої групи не взяти
учасникiв на друге опитування взагалi, то якщо ця група виявиться правдивою, то на друге опиту-
вання потраплять самi брехуни, i вони можуть дати будь-якi ненульовi вiдповiдi. Якщо ж на друге
опитування потрапить хоч один, що говорить правду, то тi, що говорять правду, дадуть ненульову
вiдповiдь, i, якщо брехуни також дадуть ненульовi вiдповiдi, то одержимо два рiзних несуперечли-
вих сценарiї розвитку другого опитування, i для довiльного обраного критерiю визначення тих, що
кажуть правду, в одному випадку вiн спрацює, а в iншому нi. Тому в такому разi таке друге опи-
тування не дозволить однозначно визначити тих, що говорять правду. Отже, вибiр хоча б одного
учасника з кожної потенцiйно правдивої групи є необхiдною умовою визначення тих, що говорять
правду, за другим голосуванням. Як було зазначено вище, вибiр рiвно одного учасника з кожної з
таких груп є достатнiм для визначення тих, що говорять правду, за другим голосуванням. Отже,
вибiр рiвно одного учасника з кожної такої групи i є оптимальним розв’язком поставленої зада-
чi. Ще раз зазначимо, що при наявностi лише одної потенцiйно правдивої групи проводити друге
опитування не потрiбно.
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2 “Гiрський туризм” (Данiїл Нейтер).

2.1 Формалiзацiя задачi i загальна iдея розв’язку.

Нехай N – кiлькiсть однометрових вiдрiзкiв, на якi розбито хребет. T – максимальна допустима
довжина шуканого маршруту. Hi– висота i-го вiдрiзка (починаючи з 1). Нехай pi– привабливiсть
i-го вiдрiзка. Також нехай Li – iндекс останнього вiдрiзка такого, що Li < i i HLi

≥ Hi (якщо такого
вiдрiзка не iснує, то Li = 0). Аналогiчно Ri – iндекс першого вiдрiзка такого, що Ri > i i HRi

≥ Hi

(якщо такого вiдрiзка не iснує, то Ri = N + 1). Тодi pi = Ri − Li − 2 i Si = pi + pi+1 + · · · + pi+T−1

задача полягає у знаходженнi max{Si} (очевидно, оскiльки все pi невiд’ємнi, то завжди оптимально
буде вибирати маршрут довжини саме T ).

Розв’язок задачi складається з двох етапiв:

1. Знайти значення Li i Ri.

2. Знайти max{pi + pi+1 + · · · + pi+T−1}.

2.2 Можливi варiанти реалiзацiї першого етапу.

Очевидна реалiзацiя першого етапу алгоритму має часову складнiсть за O(N2), що є недостатньо
ефективним для розв’язку задачi. Ефективнi реалiзацiї мають часову складнiсть O(N).

Крiм того, iснують реалiзацiї зi складнiсть O(N log N), але вони є менш ефективними i потри-
бують складних структур даних (дерева вiдрiзкiв, бiнарнi дерева, або RMQ1 + бiнарний пошук).

2.2.1 Очевидний алгоритм.

Для кожного i вiд 1 до N знаходимо Li за наступною схемою:

1. Покладемо k = i − 1.

2. Доки є вiрним, що k > 0 i Hk < Hi, присвоюємо k = k − 1.

3. Li = k.

Ri знаходяться аналогiчно.
Часова складнiсть такого алгоритму O(N2), просторова– O(N).

2.2.2 Ефективний алгоритм 1

Ключовим для роботи даного алгоритму є той факт, що якщо Hk < Hi, то Hj ≤ Hk < Hi для
всiх j вiд Lk + 1 до k (За означенням Lk). Тому у реалiзацiї очевидного алгоритму вiд k замiсть
k−1, можемо перейти на Lk. Назвемо це перестрибуванням з k на Lk. Алгоритм прийме наступний
вигляд:

Для кожного i вiд 1 до N знаходимо Li за наступною схемою:

1. Покладемо k = i − 1.

2. Доки є вiрним, що k > 0 i Hk < Hi, присвоюємо k = Lk.

3. Li = k.

Ri знаходяться аналогiчно.
Коректнiсть алгоритму випливає з наведених вище мiркувань.
Доведемо, що часова складнiсть алгоритму O(N). Назвемо пропуском k ситуацiю, коли на дру-

гому кроцi вiдбувається перехiд вiд k до Lk. Доведемо наступну лему:

Лема 2.1. Кожне k протягом роботи алгоритму може бути пропущено не бiльше одного разу.

Пiсля пропуску позицiя k бiльше на другому кроцi розглядатися не буде.

1Range Minimum Query - структура, яка дозволяє вiдповiдати на запити максимумiв на довiльних вiдрiзках за

час O(1) за умови виконання попередньої пiдготовки за час O(N log N) i потребує O(N log N) пам’ятi. Iснує також

реалiзацiя RMQ, яка потребує O(N) пам’ятi i часу на пiдготовку, але вона є занадто складною для написання пiд

час туру.
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Доведення. Припустимо, що один раз вже стався пропуск k пiд час пошуку Li0 . Тодi Hk < Hio
. I

припустимо, що k повторно розглядається при пошуку Li, i > i0. Тодi перед розгляданням k ми
повиннi перетнути io. Є два варiанти:

• io було пропущено. Але Hk < Hio
, з чого випливає Lio

6= k. Протирiччя.

• io було перестрибнуто пiд час пропуску i1 (i0 < i1 < i). Тодi Hk < Hi0 < Hi1 . Але Hi1 ≤
HLi1

≤ HLLi1

≤ · · · ≤ Hk. Протирiччя.

В обох випадках ми прийшли до протирiччя. Отже початкове припущення було невiрне, i пiсля
пропуску позицiя k бiльше розглядатись не буде.

Тепер проаналiзуємо час виконання алгоритму. Кроки 1 i 3 виконуються один раз для кожного i
вiд 1 до N . Крок 2 за доведеною вище лемою виконується для кожного k вiд 1 до N не бiльше одного
разу. Крiм того, одноразове виконання кожного часу потребує O(1) часу. Таким чином сумарна
часова складнiсть алгоритму O(N). Просторова складнiсть, очевидно, теж складає O(N).

2.2.3 Ефективний алгоритм 2

Iснує альтернативний алгоритм, що дозволяє визначити Li i Ri за O(N). В процесi роботи цей
алгоритм використовує стек S, у якому зберiгаються iндекси k елементiв, для яких у поточний
момент вже вiдомо Lk, але ще не вiдомо Rk. Позначимо вершину стеку Top(S). Алгоритм виглядає
так:

1. На початку роботi стек S порожнiй.

2. Для кожного i вiд 1 до N виконуємо наступнi дiї:

(a) Доки S не порожнiй i HTop(S) < Hi, виштовхуємо Top(S) зi стеку. При цьому присвоюємо
RTop(S) = i.

(b) Якщо стек порожнiй, Li = 0, iнакше Li = Top(S).

(c) Якщо стек непорожнiй i HTop(S) = Hi, виштовхуємо Top(S) зi стеку. При цьому присво-
юємо RTop(S) = i.

3. Для всiх k, що залишились у стеку пiсля завершення другого кроку, присвоюємо Rk = N + 1.

Кожне число протягом роботи алгоритму попадає у стек рiвно один раз, тому в сумi алгоритм
виконується за O(N) операцiй.

Висоти елементiв, якi знаходяться в стеку, являють собою строго спадну послiдовнiсть. Число
буде виштовхнуто зi стеку тiльки тодi, коли буде знайдено елемент з бiльшою або рiвною висотою.
З цього випливає коректнiсть алгоритму.

2.3 Можливi варiанти реалiзацiї другого етапу.

2.3.1 Очевидний алгоритм.

Для кожного i вiд 1 до N − T + 1, пiдраховуємо Si прямим сумуванням доданкiв i вибираємо
максимум отриманих сум.

Часова складнiсть O(NT ).

2.3.2 Ефективний алгоритм.

Використаємо метод ковзання. Спочатку знайдемо S1 за означенням. Далi для знаходження Si+1

використаємо тотожнiсть Si+1 = Si + pi+T − pi.
Очевидно, часова складнiсть такого алгоритму буде O(N).

2.4 Особливостi реалiзацiї

При реалiзацiї, треба враховувати, що Si можуть не вмiщуватися у 32-бiтнi типи даних, тому для
пiдрахунку сум треба використовувати 64-бiтнi типи.

Крiм того, роботу програми можна прискорити, якщо одразу весь змiст вхiдного файлу у тимча-
совий буфер та видiлити з нього числа вручну. Але це не є обов’язковим для ефективного розв’язку.
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3 “Танглеграм” (Тарас Галковський).

Вхiдними даними задачi є перестановка B чисел вiд 1 до 2N , що задає вiдповiдностi мiж листка-
ми дерев вигляду: 1 − B1, 2 − B2 . . . 2N − B2N . Тобто початковий порядок листкiв першого дерева
задається iдентичною перестановкою A = (1, 2, ...2N ). Операцiї обмiну сусiднiх пiддерев першого
дерева призведуть до змiн перестановки A. Отже стан дерев у будь-який час, а також початковий
i результуючий стан системи можна описати парою перестановок (A,B), що задають вiдповiдностi
мiж листками A1 − B1, A2 − B2, . . . , A2N − B2N .

Першi 2N−1 елементiв перестановки A є листками лiвого пiддерева, вiдповiдно, останнi 2N−1

елементiв перестановки A є листками правого пiддерева. Будемо їх позначати Al та Ar, аналогiчно
визначивши перестановки Bl та Br. Пiдзадачами (A,B) будемо називати задачi (Al, Bl) та (Ar, Br).

Кiлькiсть перетинiв вiдрiзкiв-вiдповiдностей задачi (A,B) будемо позначати f(A,B).
Назвемо A′ оптимальною перестановкою A, якщо ∀C : f(A′, B) ≤ f(C,B), де C перестановка

A. Тобто A′ є шуканою перестановкою, що забезпечує мiнiмальну кiлькiсть перетинiв вiдрiзкiв.

Лема 3.1 (Про локальну оптимальнiсть). Нехай A′ оптимальна перестановка A. Тодi A′

l та A′

r

є оптимальними перестановками для пiдзадач (Al, Bl) та (Ar, Br).

Доведення. Очевидно вiд супротивного.

Лема 3.2 (Про роздiлення пiдзадач). f(A,B) = f(Al, Bl)+f(Ar, Br)+g(Al, Bl, Ar, Br), де g(Al, Bl, Ar, Br)-
– кiлькiсть перетинiв лише мiж вiдповiдностями, що починаються у рiзних пiддеревах.

Доведення. f(A,B) пiдраховує перетини мiж вiдрiзками-вiдповiдностями, (а) обидва вiдрiзки вихо-
дять з листiв лiвого пiддерева, (б) обидва вiдрiзки виходять з листiв правого пiддерева, (в) один з
вiдрiзкiв виходить з листа лiвого пiддерева, а iнший– з листа правого пiддерева.

Оскiльки перерахованi класи перетинiв, очевидно, не перетинаються, i крiм того покривають всi
можливi варiанти, лема доведена.

Отже, з леми 1 та 2 отримуємо алгоритм знаходження оптимальної перестановки: для кореня
дерева порахувати g(Al, Bl, Ar, Br) та g(Ar, Br, Al, Bl). Вибравши порядок, що забезпечує мiнiмаль-
ну кiлькiсть перетинiв, обмiняємо, якщо необхiдно пiддерева, i для кожного пiддерева повторимо
алгоритм.

Обчислення g(Al, Bl, Ar, Br) можна провести кiлькома методами. Найпростiший: для кожної па-
ри вiдрiзкiв, де один вiдрiзок виходить з лiвого пiддерева, а iнший виходить з правого, перевiряємо,
чи перетинаються. Очевидно, складнiсть такої процедури O(m2), де m– кiлькiсть листiв у лiвому
та правому пiддеревi.

Швидше можна реалiзувати обчислення g таким чином: вiдсортуємо кiнцi вiдрiзкiв, що почи-
наються у лiвому пiддеревi (i, j), де i ∈ Al, j ∈ B. Результат– список L, що складається з j таких
вiдрiзкiв. Оберемо деякий вiдрiзок, що починається у правому пiддеревi (i, j), де i ∈ Ar, j ∈ B.
Помiтимо, що кiлькiсть перетинiв цього вiдрiзку iз вiдрiзками, що починаються у лiвому пiддере-
вi, буде кiлькiсть чисел у L бiльших за j. Складнiсть пошуку елементу у вiдсортованому списку
розмiру m є O(log m), а складнiсть сортування O(m log m).

Неважко також помiтити, що обчислення g можна проводити вiдразу для всiх пiддерев глибини
i (так легше оцiнити загальну складнiсть алгоритму). Отже для кожного з N рiвнiв пiддерев ви-
конуються алгоритми складностi O(m2) чи O(m log m). Вiдповiдно загальна складнiсть розв’язкiв
є O(m2 log m) чи O(m log2 m), де m– кiлькiсть листiв дерева, тобто m = 2N , де N– глибина дерева.
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4 “Еволюцiя” (Данiїл Нейтер).

4.1 Опис алгоритму

Як зрозумiло з малюнку, прямимми потомками i-го виду, є види 2i i 2i+1. Вiдповiдно, безпосереднiм
предком вида i є вид з номером [i/2].

Звiдси випливає основна iдея роз’вязку. Нехай треба знайти останнього спiльного предка видiв a
i b. Доки a 6= b, дiлимо бiльше з пари чисел на 2 з остачею. Отримане в результатi число є номером
виду останнього спiльного предка.

Пояснимо, чому такий розв’язок є корректним.

Твердження 4.1. Номер виду, який знаходиться на k-му кроцi еволюцiї, записується за допомогою
k-бiтного числа, старший бiт якого 1.

Доведення. Доводиться очевидним чином за принципом iндукцiї по k.

Очевидним наслiдком наведеного вище твердження є факт, що якщо a є предком b, то a < b.
Нехай c – останнiй спiльний предок a i b. Тодi у кожний момент виконання алгоритму є 3

варiанти:

• a = b. Тодi очевидно, алгоритм зупиниться, вивiвши у якостi вiдповiдi a. Очевидно, що c =
a = b.

• a i b знаходяться на рiзних кроках еволюцiї. Нехай для, визначеностi, b знаходиться на пiзнi-
шому кроцi. Тодi з доведеного вище твердження випливає, що a < b. Маємо c ≤ a < b, тому
c <= [b/2] i ми можемо перейти до розгляду пари вершин a i [b/2].

• a i b знаходяться на одному крокi еволюцiї, але a 6= b. Тодi зрозумiло, що c < a i c < b, звiдки
маємо c <= [b/2] i ми можемо перейти до розгляду пари вершин a i [b/2].

Таким чином алгоритм є коректним.

4.2 Особливостi реалiзацiї

Основна особливiсть реалiзацiї полягає в тому, що номери видiв можуть досягати 2N − 1. А при
N = 100 це бiльше, нiж здатнi представити 32-бiтнi i 64-бiтнi типи. Тому для проходження всiх
тестiв, необхiдно реалiзовати дiї з довгими числами: а саме порiвняння i цiлочисельне дiлення на
2. Обидвi цi операцiї легко реалiзуються з часовою складнiстью O(N). Оскiльки на кожному кроцi
алгоритму одне з пари чисел a i b зменшується вдвiчi, алгоритм гарантовано завершиться за 2N −2
крокiв. Таким чином загальна часова складнiсть алгоритму складає O(N2).
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5 “Торговець” (Андрiй Коротков).

В задаче “Торговец” не указаны

ограничения для количества

алмазов, яблок и шелка, а

также их стоимостей. Может,

стоит указать?

з питань учасникiв

Може скластися враження, що завжди вигiдно брати всi товари, але це не так.

Твердження 5.1. Який би торговець не вибрав шлях, кожен з видiв товару потрiбно брати або
повнiстю, або не брати взагалi (для отримання максимального прибутку).

Доведення. Нехай обрано шлях, що проходить вершинами 1 = v1, v2, . . . , vk−1, vk = N . Позначимо
через C сумарну вартiсть проїду по ребрах вiд v1 до v2, вiд v2 до v3,. . . , вiд vk−1 до vk; через ci

– кiлькiсть одиниць ваги i-го виду товару у торговця; через pi – вартiсть однiєї одиницi ваги i-го
товару у столицi; через zi – суму по всiх мiстах v2, . . . , vk−1 податкiв за i-й вид товару, виражену у
вiдсотках. Тодi торговець одержить прибуток [((100 − z1)/100)c1p1 + ((100 − z2)/100)c2p2 + ((100 −
z3)/100)c3p3 − C]. Звiдси видно, що якщо zi < 100, то прибуток за i-й вид товару буде додатнiм,
якщо zi > 100, то вiд’ємним, а якщо zi = 100, то нульовим. Якщо прибуток по товару вiд’ємний, то
брати його з собою невигiдно незалежно вiд кiлькостi, якщо нульовий, то значення не має (будемо
вважати, що товар не беремо), якщо додатнiй, то чим бiльше взяти товару, тим бiльше буде добуток
i прибуток за товар. Отже, твердження доведено.

5.1 Загальна iдея розв’язку

Переберемо всi варiанти беремо/не беремо по кожному з видiв товару – всього 23 = 8 варiантiв.
Коли обрано, якi товари буде везти торговець, то: а) однозначно визначено, скiльки коштiв вiн одер-
жить за продаж товару у столицi; б) однозначно визначено, скiльки податкiв у золотих заплатить
торговець при вiдвiдуваннi кожного мiста.

Отже, задача зводиться до мiнiмiзацiї витрат на подорож (оскiльки загальний прибуток = грошi
за продаж товарiв у столицi – витрати на подорож; i перший доданок фiксований). У термiнах графу
необхiдно знайти мiнiмальний маршрут iз вершини 1 у вершину N , якщо вiдомi вартостi ребер та
вартостi вершин. Розглянемо можливi реалiзацiї цiєї пiдзадачi:

5.2 Алгоритм Дейкстри

Розглянемо цiну ребра як суму його безпосередньої вартостi та вартостi вершини, в яку воно вхо-
дить: якщо буде вiдбуватися прохiд по ребру (a; b), то кандидатом на мiнiмальну вартiсть маршруту
до вершини b буде f [a]+ c(a; b)+p[b], де через f [x] позначено мiнiмальну вартiсть маршруту до вер-
шини x, c(x; y) – вартiсть ребра iз вершин x до вершини y; p[x] – вартiсть вершини x. У кожному
маршрутi кожне ребро i кожна вершина будуть врахованi у вартiсть рiвно один раз. Вибiр на кожно-
му кроцi сiрої вершини з найменшою вартiстю буде коректний: так само, як у чистому алгоритмi
Дейкстри, легко показати вiд супротивного, що для такої вершини знайдено маршрут найменшої
вартостi. Оцiнка складностi пiдзадачi O(N2). Сумарна оцiнка для задачi O(8N2).

5.3 Топологiчне сортування iз динамiкою

Орiєнтуємо ребра у протилежному напрямку, та зробимо топологiчне сортування. Вершина N буде
найстаршою. Позначимо через t[i] i-ту в топологiчному порядку вершину (t[N ] = N); через f [i] ма-
ксимальний прибуток, який можна одержати, мандруючи iз вершини 1 до вершини i, та вважаючи,
що товари продаються у i-й вершинi.

Початковi умови:

f [1] = вартостi взятих iз собою товарiв у столицi.
f [i] = 0 для i = 2..N
Обчислення f [i]:
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Пройдемо циклом по i вiд 1 до N , на i-му кроцi обчислюючи f [t[i]]. f [t[i]] = max{f [adj[t[i], j]] −
c[t[i], adj[t[i], j]]−p[t[i]] | j = 1..num[i]}, якщо t[i] 6= 1. Тут через adj[x, y] позначено сумiжну вершину
до x, що стоїть у списку сумiжних вершин пiд номером y; через c[x, y] – вартiсть ребра iз вершини x
у вершину y; p[i] – вартiсть вершини i; num[i] – кiлькiсть сумiжних з i-ю вершин. Формат формули
близький до її запису у кодi програми.

Оскiльки вершина топологiчно старша за всiх своїх потомкiв, то при обчисленнi функцiї для
вершини функцiї для потомкiв вже будуть обчисленi, так що динамiка коректна.

Оцiнка складностi O(N + M), що у найгiршому випадку дає O(N2). Сумарна оцiнка для задачi

O(8(N + M)).

5.4 Можливi евристики та неефективнi розв’язки

1. Повний перебiр усiх шляхiв iз визначенням вiдсоткiв податку по кожному з видiв товару та
вартостi проїзду по дорогах. Оцiнка складностi O(N !), хоча при розрiджених графах та вiдти-
нах завiдомо неоптимальних шляхiв швидкiсть буде набагато бiльшою порiвняно iз вказаною.

2. Брати всi товари (евристика).

3. Для пошуку маршруту найменшої вартостi використовувати алгоритм Флойда-Уоршала. Оцiн-
ка його складностi O(N3). Сумарна оцiнка на задачу O(8N3).

4. Проводиться динамiка без топологiчного сортування (евристика).
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6 “Кола” (Тарас Галковський).

Под понятием окружности

подразумевается кольцо или

круг? В условии написано про

кольцо.

з питань учасникiв

6.1 Загальна iдея розв’язку.

Задача легко розв’язується перебором всiх пар кiл, i перевiркою, чи перетинаються кола кожної
пари. Нескладно переконатися, що кiлькiсть таких пар n2, де n – кiлькiсть кiл. Очевидно, що
перебирати всi пари є неоптимально. Наприклад, кола, що розташованi по рiзнi кiнцi площини, i
мiж ними знаходиться велика кiлькiсть iнших кiл. Як розрiзнити такi пари кiл: такi, що знаходяться
"далеко"одне вiд одного та такi, що знаходяться поруч, i мiж ними немає iнших кiл?

Проведемо деяку пряму, паралельну Ox. Вона перетне деякi кола. Помiтимо точки перетину
прямої та кiл мiтками. Очевидно, що пiдозрiлими є лише такi пари кiл, що мiтки яких є сусiдами
на такiй прямiй: мiж ними немає iншої мiтки.

Припустимо, що кола не перетинаються, а пряма "замiтає"площину, паралельно до Ox. Тодi
мiтки, що ми розставляємо на прямiй будуть "рухатися", "плавати"по прямiй. Але можна довести
(Лема 1), що порядок мiток на цiй прямiй не буде змiнюватися: можливими змiнами є лише поява
нових мiток (по 2 на кожне коло) та зникнення старих. Моментами таких подiй будуть точки дотику
замiтаючої прямої до кола.

Отже, новi пари сусiднiх кiл (по вiдношенню до замiтаючої прямої) будуть з’являтися лише в
моменти дотику прямої до кiл. На кожну подiю дотику певного кола вперше утвориться двi нових
пари сусiднiх кiл, а на подiю дотику до певного кола вдруге, утвориться лише одна пара сусiднiх
кiл.

Теоретичне обгрунтування, чому ми можемо зупинятися лише в точках дотику замiтаючої пря-
мої до кiл, та чому необхiдно перевiряти лише пари сусiдiв, якi утворюються при доданнi/виключеннi
наведено у наступнiй частинi.

Зауважимо, що перевiрка перетину кiл може виконуватися з використанням цiлочисельної ари-
фметики, а дробовi числа використовуються лише для сортування мiток на замiтаючiй прямiй.
Точнiсть обчислення в цьому випадку, з огляду на наведенi обмеження задачi має бути не менше
за 10−5, що забезпечується стандартними типами запропонованих компiляторiв.

6.2 Обгрунтування

Означення 6.1. Cтруктурою перетину P в момент часу t назвемо впорядковану множину точок,
таку що: для кожного кола Ci, яке перетинається замiтючою прямою в момент часу t, в множинi P
знаходиться рiвно двi, можливо, спiвпадаючi точки (li(t), ri(t)), що є точками перетину замiтаючої
прямої та кола. Нехай на замiтаючий прямiй визначений певний напрям. На структурi перетину
визначимо природнiй порядок: ∀a, b ∈ P a ≺P b, якщо a слiдує ранiше за b на замiтаючiй прямiй.

Лема 6.1 (Про кола, що перетинаються). Нехай для довiльних моментiв часу t1, t2, кола Ci, Cj

перетинаються замiтаючою прямою в точках li(t), ri(t) та lj(t), rj(t) вiдповiдно. Якщо rj(t1) ≺Pt1

li(t1) ∧ li(t2) ≺Pt2
rj(t2) тодi кола Ci та Cj перетинаються.

Доведення. За теоремою про середнi значення функцiй отримуємо, що ∃t ∈ [t1, t2] : rj(t) = li(t).
Отже кола мають спiльну точку. Що i треба було довести.

Важливим наслiдком леми 6.1 є факт, що при вiдсутностi кiл, що перетинаються, порядок точок
перетину у структурi перетинiв не буде змiнюватися. Цей факт необхiдний для пiдтримання стру-
ктури перетинiв, при перемiщеннi замiтаючої прямої. Також наслiдком з леми 6.1 є властивiсть,
що для двох кiл, що перетинаються iснує такий момент часу t, коли цi кола є сусiдами в структу-
рi перетину. Отже, для того, щоб впевнитися, що жодна пара кiл не перетинається нам необхiдно
перевiряти всi сусiднi пари в структурi перетину.
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6.3 Схема алгоритму

Опишемо схему алгоритму для визначення наявностi кiл, що перетинаються серед заданих. Нехай
замiтаюча пряма рухається площиною. Протягом свого руху пряма перетинає деякi кола. Для де-
якого кола Ci моментом часу, коли пряма вперше дотикається до нього є si, i вiдповiдно останнiм
дотиком замiтаючої прямої є момент часу fi. З визначення структури перетину, ця структура в
точцi si буде поповнюватися двома точками (li(t), ri(t)). При внесеннi нових точок до структури
перетину, перевiряємо сусiднi з ними точки iнших кiл на перетин мiж цими парами кiл. Аналогiчно,
в момент часу fi, зi структури зникнуть двi точки (li(t), ri(t)). У структурi перетину утвориться
нова пара сусiдiв, якi треба також перевiрити на перетин.

Оцiнимо складнiсть алгоритму. Першим кроком алгоритму сортується всi si, fi – моменти зу-
пинки замiтаючої прямої, тобто O(n log n), де n – кiлькiсть кiл. Кожна зупинка може збiльшити
кiлькiсть елементiв у структурi перетину на 2 елементи, але структура сусiдства не буде бiльшою
за 2n елементiв. Якщо операцiї пошуку та вставки в структурi перетину реалiзованi за O(log m), де
m – кiлькiсть елементiв в структурi, то загальна складнiсть алгоритму O(n log n).

Реалiзувати структуру перетину можна збалансованими деревами, якi забезпечать необхiдну
складнiсть операцiй вставки та пошуку.

6.4 Предикат перетину двох кiл

Коло – геометричне мiсце точок, рiвновiддалених вiд центру. Два кола перетинаються, якщо мають
хоча б одну спiльну точку. Нагадаємо, що два кола можуть знаходитися в трьох принципово рiзних
положеннях: перетинатися, бути вкладеними одне в одне та не перетинатися. Перевiрити взаємо-
розташування двох кiл можливо за допомогою (а) розв’язати систему рiвнянь, що складається з
рiвнянь обох кiл; (б) використовуючi значення радiусiв кiл, та вiдстанi мiж їх центрами.
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