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0.1 «Гiрлянда» (Андрiй Коротков)

За допомогою моделювання можна встановити, що на кожному кроцi горiти буде кiлькiсть
лампочок, що є степенем двiйки. Це можна бачити iз симетричностi структури лампочок, що
горять, на кожнiй секундi.

Розв’язок задачi зводиться до обчислення кiлькостi b одиниць у двiйковому представленнi
числа N . Вiдповiддю буде 2b−1.

Обґрунтуємо цей факт. Зазначимо, що на n-iй секундi горiтиме лампочка пiд номером n
i не горiтимуть тi, у яких номер бiльше за n.

Твердження. На секундах виду 2k − 1 горiти будуть тiльки лампочки з непарними номе-
рами вiд 1 до 2k − 1, k ≥ 1.

Доведення. Зазначимо, що якщо для якогось k це твердження виконується, то, як наслiдок,
на секундах з номерами 2k горiти буде лише одна лампочка з номером 2k. Для обґрунтування
варто лише проаналiзувати змiни мiж секундами 2k − 1 i 2k за правилами з умови.

Доведемо за iндукцiєю по k.

База При k = 1 на секундi 21 − 1 = 1 горить лампочка з номером 1, на секундi 21 = 2
горить лампочка з номером 2. Для k=1 твердження виконується.

Крок Нехай для k вiрно. Доведемо для k + 1. За припущенням на 2k-iй секундi буде
горiти лише 2k-та лампочка. Проаналiзуємо подальшi змiни.

Злiва i справа вiд лампочки 2k утворюються симетричнi картини. На кожному наступному
кроцi симетричнiсть ламп злiва i справа вiд 2k зберiгається, а iз симетричностi на попередньо-
му кроцi одержуємо, що сусiди лампочки 2k злiва i справа знаходяться у одному станi, тому
лампа 2k на наступному кроцi горiти не буде.

У наступнi 2k −1 секунди лампочки на позицiях (2k +1), (2k +2),. . . , (2k +2k −1), а також
симетричнi ним на позицiях (2k −1), (2k −2), . . . , 1 будуть вести себе так само, як i лампочки
на позицiях 1, 2,. . . , 2k − 1 у першi 2k − 1-ну секунду. Лампа на позицiї 2k буде вiдiгравати
роль початку гiрлянди.

Вiдповiдно за припущенням iндукцiї на секундi 2k + 2k − 1 = 2k+1 − 1 будуть горiти, з
одного боку, лампи 2k +1, 2k + 3, . . . , 2k + 2k − 1; а з iншого боку, лампи 2k − 1, 2k − 3, . . . , 3, 1,
i лише вони. А це якраз те, що треба було довести.

Перейдемо безпосередньо до розв’язання. Розглянемо найбiльший одиничний бiт у числi
N . Нехай вiн вiдповiдає числу 2m. Оскiльки це старший одиничний бiт, то N−2m < 2m. Якщо
N = 2m, то буде горiти лише одна лампочка пiд номером 2m, а iнакше ця лампочка горiти не
буде, i стан лампочок буде вiдповiдати стану двох симетричних частин пiсля N − 2m секунди
(як уже зазначалося, N − 2m < 2m). Позначимо за f(N) вiдповiдь для числа N . Тодi, якщо
у числi N один бiт, то f(N) = 1, iнакше f(N) = 2 · f(N − 2m), i у числi N − 2m = N xor 2m на
один бiт менше, нiж у числi N . Звiдси неважко зрозумiти, що f(N) = 2b−1.
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0.2 «Острови» (Шамiль Ягiяєв)

Розв’язок задачi можна розбити на три етапи.

1. Видiлення островiв.

2. Пошук мостiв найменшої довжини серед пар островiв. Побудування графа, де вершинам
вiдповiдають острова, а ребрам — знайденi мости.

3. Пошук мiнiмального остовного дерева.

Перший етап задачi найпростiше зробити методом заливки. Цей алгоритм варто робити
не рекурсивно, тому що при наведених об’ємах вхiдних даних може переповнитися стек. Аль-
тернативнi пiдходи — пошук у ширину, або у глибину з використанням власного стеку. Для
зручностi кожен острiв нумерується безпосередньо у картi. Це також використовується на
наступному етапi.

Побудову графа можна зробити за два проходи карти: горизонтальний та вертикальний.
Базовим алгоритмом буде прохiд однiєї смуги шириною одиниця, та аналiз потенцiйних мостiв
у цiй смузi.

Проаналiзувавши умову задачi можна зрозумiти, що максимальна кiлькiсть островiв буде
близько N2/2 (де N — максимальна розмiрнiсть). Максимальна кiлькiсть ребер N2.

Iснує декiлька пiдходiв до побудови мiнiмального остовного дерева. Алгоритми Прiма i
Крускула мають часову складнiсть порядку O(N2 log N) для наших позначень. Для дося-
гнення такої оцiнки потрiбно використовувати чергу з прiоритетами у алгоритмi Прiма, або
одну з ефективних реалiзацiй систем множин, що не перетинаються. В iншому випадку оцiнка
може досягти O(N4). Алгоритм Крускала у нашому випадку має трохи меншу константу.

0.3 «Геном Ньютона» (Тарас Галковський)

Визначимо функцiю F (l, r), що обчислить загальну кiлькiсть чисел в дiапазонi [l..r], що вхо-
дять в розшифрований код геному. У разi вiдсутностi числа, що зустрiчається непарну кiль-
кiсть разiв у геномi, для будь-якого дiапазону чисел функцiя F буде приймати парнi значення.
Якщо ж ця функцiя приймає непарне значення для деякого дiапазону, то це є необхiдною i
достатньою умовою iснування шуканого числа в обраному дiапазонi.

Користуючись цiєю властивiстю функцiї F опишемо алгоритм пошуку вiдповiдi. Почне-
мо з найбiльшого дiапазону [1..109]. Порахувавши значення функцiї F окремо для першої
та другої половин дiапазону ми можемо визначити в якiй саме половинi мiститься число з
непарною кiлькiстю входжень. Вiдповiдно, отримавши цю iнформацiю, ми зменшуємо дiапа-
зон пошуку вдвiчi, i повторюємо крок алгоритму. Алгоритм завершує роботу, прийшовши до
дiапазону, що складається з одного числа. Кiлькiсть крокiв алгоритму для дiапазону [l..r]
складає log2(r − l).

Тепер опишемо процес обчислення функцiї F .

F (l, r) =

M∑

i=1

G(seti, [l..r])

де seti це одна з множин отриманих на входi, що кодують набiр чисел у поданнi геному.
G(set, [l..r]) — повертає кiлькiсть всiх чисел з множини set у дiапазонi [l..r].

Перейдемо до обчислення функцiї G. Для вказаного в умовi представлення множин чисел
таку функцiю можна реалiзовувати таким чином.

Якщо число l < s приймемо за лiву границю l найменший елемент множини; також якщо
f < r приймемо r = f . Це дозволить скоротити наступнi операцiї.

Оскiльки, всi такi множини мають перiод a+b та складаються з iнтервалiв однакової стру-
ктури (першi a чисел належать множинi, а b наступних — не належать). Можна порахувати
номер iнтервалу, який мiстить у собi число l — iнтервал Nl, та номер iнтервалу, що мiстить
число r — iнтервал Nr. Кожен iнтервал з номером мiж числами Nl та Nr (не включаючи) мi-
стить рiвно a чисел, що входять в set, i окремого розгляду вимагають лише крайнi iнтервалу
Nl та Nr. Отримали, що часова складнiсть функцij є O(1). Отже, часова складнiсть функцiї
F пропорцiйна O(M) (бо залежить вiд кiлькостi множин, що утворюють код геному).

Часова складнiсть описаного алгоритму складає O(M log N).
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Розв’язок XOR Вiдомо, що для пошуку одного непарного числа з набору чисел достатньо
послiдовно здiйснити операцiю xor для всiх чисел набору. В нашому випадку цей розв’язок
має мiсце, але, якщо брати до уваги обмеження, буде працювати лише на невеликiй кiлькостi
наборiв тестiв. Складнiсть алгоритму лiнiйна за числом чисел у представленнi геному.

Iснують певнi оптимiзацiї цiєї iдеї, що базуються на ефективному пiдрахунку функцiї xor
для послiдовних чисел.

0.4 «Знижки» (Шамiль Ягiяєв)

По-перше, треба помiтити, що використання другого типу знижок не може покращити опти-
мальний розв’язок отриманий iз використанням лише першого типу знижки.

Доведемо цей факт. Нехай iснує оптимальний розв’язок, в якому використано знижку
другого типу, та не можна побудувати не гiрший за вартiстю з використанням лише першого
типу. Розглянемо цiни тих чотирьох товарiв, що були використанi для отримання знижки
другого типу. Ми не заплатимо за найдешевший з цих чотирьох товарiв. Але ж якщо ми
застосуємо знижку першого типу для трьох найдорожчих товарiв з четвiрки, а останнiй ку-
пимо окремо, то це обiйдеться не дорожче, нiж iз використанням другого типу знижок. Це
протирiччя доводить гiпотезу.

Вiдсортуємо набiр цiн за спаданням, та обчислимо суму цiн тих з них, що стоять на мiсцях,
номери яких не дiляться на три нацiло. Це означає що в групи будуть об’єднанi товари, що
пiсля впорядкування стоять на мiсцях (1, 2, 3), (4, 5, 6),. . . .

Доведемо за iндукцiєю, що це розбиття — оптимальне. Для кiлькостi товарiв 0, 1 або 2
знижки застосувати не можна. Нехай для будь-якої кiлькостi товарiв, меншої за N ≥ 3, твер-
дження вiрне. Базуючись на цьому, доведемо його вiрнiсть для кiлькостi N . Будемо вважати,
що цiни товарiв впорядковано за незростанням. Доведемо, що можна знайти оптимальне роз-
биття, де буде видiлена група з товарами з номерами (1, 2, 3). Припустимо супротивне. Нехай
для цiєї кiлькостi iснує набiр у оптимальному розбиттi, де першим за спаданням товаром, за
який не буде заплачено, буде товар ak, (k>3). Нехай його було об’єднано у групу з товарами ai

i aj , де (i < j < k). Тепер, об’єднаємо його у групу з товарами a1 i a2, а тi, що було об’єднано
з a1 i a2 — з ai i aj . (Якщо a1 чи a2 не належали групам, то вони обмiняються ролями з цими
товарами). Оскiльки всi найдешевшi товари у групах мають номери не меншi k, то пiсля цiєї
замiни вони i залишаться найдешевшими, тобто знижку не буде зменшено. Тепер аналогiчним
чином обмiняємо ролями товари a3 i ak. Ця операцiя може лише збiльшити знижку. Без цiєї
групи залишається N − 3 товари, до яких можна застосувати припущення iндукцiї.

Складнiсть алгоритму розв’язку складатиме O(N log N), що є складнiстю «найважчої»
операцiї алгоритму — сортування.

0.5 «Точки» (Тарас Галковський)

Проводимо базову пряму через двi базовi точки, а також через них проведемо двi паралельнi
прямi. Нехай цi прямi закрiпленi в своїх базових точках i починають замiтати поверхню з
однаковою швидкiстю (аналогiчно дiям «двiрникiв» на лобовому склi машини). Тобто вико-
нується а) кути мiж кожною з прямих i базовою прямою в довiльний момент часу однаковi;
б) кожна пряма обов’язково проходить через свою базову точку, змiнюючи лише кут нахилу.

Пiд час такого руху прямi будуть час вiд часу перетинати точки на площинi. Цi подiї ми
класифiкуємо за такими правилами:

1. Перша пряма перетнула точку. В залежностi вiд того, в якiй частинi площини (вiдносно
базової прямої) це сталося — ця точка або додається до областi мiж паралельними прямими,
або виходить з неї.

2. Друга пряма перетнула точку. В залежностi вiд того, в якiй частинi площини (вiдносно
базової прямої) це сталося — ця точка або додається до областi мiж прямими, або виходить
з неї (навпаки, в порiвняннi iз першою прямою).

Слiдкуючи за всiма такими подiями в кожен момент часу можна вiдповiдати на питання,
скiльки ж точок знаходиться в смузi мiж двома прямими. Отже, загальна складнiсть алго-
ритму — складнiсть пiдтримки структури, що дозволяє слiдкувати за описаними подiями.

Описаний словами алгоритм природно реалiзується злиттям двох спискiв точок, вiдсор-
тованих за двома рiзними критерiями: перший список мiстить всi точки площини, в порядку
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обходу навколо першої базової точки, а другий мiстить список точок площини в порядку об-
ходу навколо другої базової точки (важливо, щоб базова пряма, вiд якої починається вiдлiк
кутiв спiвпадала для обох спискiв; також напрям обходу — за чи проти годинникової стрiлки —
має бути однаковим для обох спискiв). Маючи такi вiдсортованi списки точок, ми проведемо
моделювання процесу замiтання (стартове положення неважливе). У деякий момент часу ми
можемо отримати подiю, що є найближчою до поточного моменту, шляхом порiвняння двох
найменших елементiв з вiдсортованих спискiв. Виконавши розгляд чергової подiї, вона зни-
щується у вiдповiдному масивi, звiдки була взята, i крок алгоритму повторюється. Часова
складнiсть сортування N елементiв складає O(N log N).

Можна використовувати двi черги з прiоритетами для виконання аналогiчних дiй, однак
реалiзацiя цього пiдходу складнiша.

Розв’язки з часовою складнiстю O(N2) мають принципову вiдмiннiсть. Перша частина —
досягла квадратичної оцiнки шляхом використання неефективних методiв сортування iз пра-
вильною iдеєю алгоритму. Iнша ж частина таких розв’язкiв дiяла шляхом фiксацiї конкретної
смуги на площинi i пiдрахунком кiлькостi точок множини, що попали у вибрану смугу. Цей
розв’язок ґрунтується на очевиднiй властивостi задачi, що смуга обов’язково проходить через
обидвi базовi точки, її сторони паралельнi, i, нескладно перевiрити, що не треба розглядати
такi смуги, на границi яких не лежить жодна точка з множини.

0.6 «Катакомби» (Андрiй Коротков)

Базовi твердження На даний момент не вдалося знайти ефективного полiномiального
розв’язку задачi. Вiдносно ефективна реалiзацiя перебору варiантiв базується на основi де-
кiлькох фактiв. Спочатку сформулюємо цi факти, а потiм наведемо їх доведення.

Твердження (1). Два пiдряд iдучих обмiни по рiзних висотах k i l (у цьому порядку)
можна замiнити на два рiвносильних обмiни по висотах l i k.

Наслiдком з цього твердження є те, що iснує оптимальна схема обмiнiв, у якiй спочатку
робляться усi обмiни бiльшої довжини, а потiм, меншої. Тобто, усi довжини обмiнiв впоряд-
кованi за незростанням.

Твердження (2). Розглянемо мiнiмальне пiддерево, у якому знаходиться скарб та печера,
до якої вiн має потрапити. Не iснує оптимальної стратегiї обмiнiв, при якiй скарб вийшов
би за межi цього пiддерева.

Наслiдком цього є такий факт. Якщо скарб та мiсце призначення знаходяться у рiзних
пiддеревах вiдносно якогось вузла, то скарб переходитиме у iнше пiддерево рiвно один раз.
З цього також слiдує, що iснує оптимальна послiдовнiсть обмiнiв, у якiй по будь-якiй висотi
будь-який скарб буде обмiнюватися не бiльше одного разу.

Твердження (3). Якщо структуру можна розбити на пiддерева, у кожному з яких рiв-
но один скарб не має мiсця призначення у даному пiддеревi, а також якщо такий скарб у
деякому пiддеревi A має опинитися у пiддеревi B, то i зайвий скарб пiддерева B має потра-
пити у A, то у оптимальнiй послiдовностi обмiнiв будуть присутнi попарнi обмiни через
корiнь мiж усiма парами таких пiддерев A та B.

Алгоритм перебору Цi факти дають нам можливiсть реалiзувати такий алгоритм пере-
бору. Для кореня дерева алгоритм з’ясовує, якi скарби повиннi перейти з лiвого пiддерева у
праве, та навпаки. Далi вiн перебирає всi можливi варiанти їх попарного обмiну. Пiсля цього у
лiвому та правому пiддеревах опиняться лише тi скарби, якi там повиннi i залишитися. Тобто,
потрiбно розв’язати таку ж саму задачу меншої розмiрностi для кожного з пiддерев. Нехай
кiлькiсть пар обмiнiв через корiнь дорiвнює k, тодi складнiсть перебору рiвна k! помножене
на суму складностей перебору для лiвого та правого пiддерев.

Цей алгоритм працює досить швидко для D ≤ 4. В iншому випадку буде вiдiгравати сут-
тєву роль кiлькiсть обмiнiв, якi потрiбно здiйснити через корiнь. У певних випадках необхiдно
проводити аналiз структури дерева на предмет можливостi застосування твердження 3.
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Доведення тверджень

Твердження (1). Два пiдряд iдучих обмiни по рiзним висотах k i l (у цьому порядку)
можна замiнити на два рiвносильних обмiни по висотах l i k.

Доведення. Якщо у цих обмiнах приймають участь 4 попарно рiзнi скарби, то твердження
тривiальне. Якщо рiзних скарбiв 2, то такi обмiни взагалi зайвi (A ↔ B, потiм B ↔ A). Тепер
нехай рiзних скарбiв 3.

Позначимо той, що приймає участь у двох обмiнах, через A, а iншi через B (з першого
обмiну) i C (з другого обмiну). Нехай обмiн A ↔ B iде через висоту k, а A ↔ C — через l.

1. k > l. Пiсля обмiнiв A ↔ B(k), A ↔ C(l) одержимо розташування BAC. Шуканими
рiвносильними обмiнами будуть B ↔ C(l), A ↔ B(k).

2. k < l. Пiсля обмiнiв A ↔ B(k), A ↔ C(l) одержимо розташування BCA. Шуканими
рiвносильними обмiнами будуть A ↔ B(l), B ↔ C(k).

Твердження доведено.

Твердження (2). Розглянемо мiнiмальне пiддерево, у якому знаходиться скарб та печера,
до якої вiн має потрапити. Не iснує оптимальної стратегiї обмiнiв, при якiй скарб вийшов
би за межi цього пiддерева.

Доведення. Якщо ми перенесемо скарб у iнше пiддерево, то нам ще треба буде його повернути
у початкове (бо вiн має потрапити на мiсце призначення, яке знаходиться у початковому).
Назвемо висотою вузла (вiд низу) кiлькiсть тунелiв, через якi треба протягнути якийсь скарб
iз його пiддерева, щоб досягнути вузла. Висота вузла зi скарбом, зрозумiло, 0.

Припустимо, що iснує оптимальний перерозподiл, у якому скарб переходить у iнше пiдде-
рево i повертається назад. Нехай висота вiдповiдного вузла рiвна k. Також позначимо скарб,
який так переходить, через A (у першому пiддеревi). I нехай вiн при переходi у друге пiд-
дерево мiняється зi скарбом B (у другому пiддеревi), а при поверненнi — з C (у першому
пiддеревi). Тепер покажемо, що iснує бiльш оптимальна схема. Будемо повторювати всi обмi-
ни аж до обмiну A ↔ B. Обмiн A ↔ B робити не будемо. Далi знову почнемо повторювати
обмiни; там де приймав участь A, прийматиме B, i навпаки; повторюємо до обмiну A ↔ C
(у початковiй схемi). Цей обмiн не повторюємо, замiсть нього робимо обмiн B ↔ C, а потiм
A ↔ B. I далi знову повторюємо обмiни аж до кiнця. Розташування буде еквiвалентним. Як
бачимо, порiвняно з першою схемою зникло 2 обмiни вартостi 4k (A ↔ B i A ↔ C) i з’явилося
два обмiни один вартiстю 4k (B ↔ C) i один вартiстю не бiльше 4 · (k − 1) (A ↔ B, вони у
одному пiддеревi вiдносно вузла висоти k), решта обмiнiв не змiнили вартостей. Нова схема
краща за стару. Отримали протирiччя.

Твердження (3). Якщо структуру можна розбити на пiддерева, у кожному з яких рiв-
но один скарб не має мiсця призначення у даному пiддеревi, а також якщо такий скарб у
деякому пiддеревi A має опинитися у пiддеревi B, то i зайвий скарб пiддерева B має потра-
пити у A, то у оптимальнiй послiдовностi обмiнiв будуть присутнi попарнi обмiни через
корiнь мiж усiма парами таких пiддерев A та B.

Доведення. Покажемо нижню оцiнку на сумарну довжину обмiнiв. По-перше, обмiни через
корiнь все одно треба буде робити, вiдстань при цьому буде добутком кiлькостi пар та глиби-
ни катакомб. По-друге, схема перемiщень для кожного пiддерева буде виглядати наступним
чином: вiдбуваються якiсь перемiщення, потiм зайвий елемент обмiнюється з тим, якого не
вистачає, i знову робляться якiсь перемiщення всерединi пiддерева, бо елементи скарби, що
мають призначення у цьому пiддеревi не вийдуть з нього (твердження 2), а коли, той якого
не вистачало потрапить до пiддерева, то надалi в ньому залишатиметься. Загалом, пiд час
обмiнiв зайвий елемент може мiнятися iз зайвим. Важливо те, що зайвий елемент буде ли-
ше один. Отже, другий доданок оцiнки знизу буде сумою довжин обмiнiв всерединi кожного
пiддерева. Покажемо схему, при якiй ця оцiнка досягається, i тим самим покажемо оптималь-
нiсть. Робимо вказанi вище попарнi обмiни через корiнь — добуток кiлькостi пар та глибини
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катакомб. Далi всерединi кожного пiддерева робимо запланованi ранiше обмiни (рiзниця ли-
ше в тому, що невистачаючий скарб потрапить на мiсце зайвого вiдразу, а не пiзнiше), решту
обмiнiв вiдмiняємо — сума довжин обмiнiв у кожному пiддеревi. Твердження доведено.
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